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cal system is said to be frustrated if its inter-
s are not satisfied simultaneously and, as a
round state is highly degenerate. The frustra-
essential role in several physical fields such as

1], superconductivity [2], and even in a field of
rks [3]. The frustrated system on a regular
e geometrically frustrated system, is worth-
y, since we can investigate only the frustration
physical properties, not worried by a problem
ss, which is inevitable in a glass system. One-
(1D) quantum frustrated spin systems have an
at the precise comparison is possible between
l and theoretical results. One of the most im-
ngs in the 1D quantum spin system is a pres-
agnetization plateau in some magnets. In a
n, the magnetization keeps constant value in
easing a magnetic field. Oshikawa et al. [4]
investigated general Heisenberg chains in a
ld to find that the system could have the
n plateau if a spin system satisfied a plateau
S�m� � integer, where n, S, and m are the
spin state, the magnitude of the spin, and the

n per site in the unit of g�B, respectively.
d that the magnetization plateau is a kind of
uantization.

e simplest 1D quantum frustrated system is a
in model in which diamond-shaped units
one-dimensional lattice [Fig. 1(a)]. Takano
died theoretically the ground state of a proto-
ond chain (J1 � J3) and Tonegawa et al. [6]
the ground state of the more general distorted
in in which exchange coupling constants J1,
etween adjacent S � 1=2 spins are different
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in terms of theoretical expectations based on exact
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from each other. They determined the phase diagram at
T � 0 which is composed of the ferrimagnetic phase, the
dimerized (D) phase, and the spin fluid (SF) phase [7,8].
The distorted diamond chain is approximated to be a
periodic array of J2-dimer and monomer spins if J2 �
J1, J3, or alignment of linear trimer spins when J1�orJ3� �
J2. In these two extreme cases, a 1=3 magnetization plateau
is intuitively understood to be present. The ground state
magnetization curve for a more general case is calculated
numerically by the above authors, and the 1=3 magnetiza-
tion plateau is found to appear in a broad region of the
phase diagram. This 1=3 magnetization plateau in the
distorted diamond chain corresponds to S � 1=2, m �
1=6, and n � 3 in the plateau condition.

Experimental work on the magnetic properties of (dis-
torted) diamond chains, however, have not progressed be-
cause of a lack of appropriate actual substance. Recently,
we have found that a compound Cu3�CO3�2�OH�2 can be
regarded as a model substance of distorted diamond chain
[9]. In this Letter, we investigate the magnetic properties of
Cu3�CO3�2�OH�2 by means of magnetic susceptibility
[
�T�], high field magnetization and specific heat [C�T�]
measurements, and find the presence of the 1=3 magneti-
zation plateau. The experimental magnetization curve is
compared with a calculated one.

The crystal structure of Cu3�CO3�2�OH�2, or the natural
mineral name, azurite, has the space group P21=c with the
lattice constants a � 501:09 pm, b � 584:85 pm, c �
1034:5 pm, and � � 92:43� [10]. Monomers and dimers
made of Cu2� ions with a localized spin S � 1=2 are ar-
ranged along the crystallographic b axis to form an infinite
chain as shown in Fig. 1(b). A shape formed by exchange
coupling bonds between adjacent Cu2� ions via O2� ions

1-1  2005 The American Physical Society
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アズライト(藍銅鉱) Cu3(CO3)2(OH)2

●○アズライト(azurite，藍銅鉱)：古くから知られた鉱物

しばしばマラカイト(malachite，孔雀石，Cu2(CO3)(OH)2)と

混晶をつくっている

from Wikipedia，by Eric Hunt



岩群青(ぐんじょう)，マウンテンブルー

岩絵具，アズライトを粉末にしたもの

源氏物語絵巻鈴虫二(左：オリジナル，右復元模写)

from http://pearl-gilda.blogspot.jp/2010/11/blog-post_987.html

宝石言葉 — 瞑想力，守護石 — 7月16日

●○マラカイト(malachite，孔雀石)：これも古くから知られた鉱物

岩緑青(ろくしょう)，青丹(あおに)，マウンテングリーン

岩絵具，マラカイトを粉末にしたもの

宝石言葉 — 危険な愛情，守護石 — 6月25日



歪んだダイヤモンド型スピン鎖

●○歪んだダイヤモンド型スピン鎖(J1, J2, J3は全部反強磁性的)

J1

J2

J3

S3j–1

S3j

S3j+1

S3j+2

ダイヤモンド — ♠,♡,♢,♣から
Takano, Kubo & Sakamoto: JP-C 8 (96) 6405 — J1 = J3

●○スピンの量子性，低次元性，フラストレーション，三量体性

【面白いことがみられそうなキーワード】＋【それらの相乗効果】



歪んでいないダイヤモンド鎖

J3 = J1の場合

●○ Takano, K. Kubo and H. Sakamoto

J. Phys.:Condens. Matter 8 (1996) 6405．

無磁場基底状態

• dimer-monomer · · · J2/J1 > 2

• tetramer-dimer · · · 0.909 < J2/J1 < 2

• ferri · · · J2/J1 < 0.909

(J2 = 0ならフェリ(飽和磁化の1/3)はほぼ自明)



• dimer-monomer · · · J2/J1 > 2 (2は厳密)

厳密な基底状態(フリースピンのマクロ縮退，2N/3重)

• tetramer-dimer · · · 0.909 < J2/J1 < 2 (2は厳密，0.909は数値計算)

厳密な基底状態(２重縮退 — 並進対称性が破れている)

•有限に拡がったパラメーター領域で厳密な基底状態がわかってい
るところが面白い

(他の例：Shastry-Sutherlandモデル(直交ダイマー系)など)

cf. Majumdar-Ghoshモデル(S = 1/2次近接鎖，J2 = (1/2)J1)

— 特定の点でのみ厳密な基底状態がわかっている



•フェリ相 · · · J2/J1 < 0.909

厳密ではない

Ms/3の自発磁化(Ms：飽和磁化)



歪み(J1 ̸= J3)の効果

●○歪み(J1 ̸= J3)の効果

• dimer-monomer (マクロ縮退)

J1 ̸= J3ではdimerを介してmonomer (nearly free spin)が弱く結合

摂動による最低次のmonomer間相互作用 — 縮退が解ける

Jeff = (J1 − J3)
2/2J2 =⇒ TLスピン液体(SF)

J1 = J3 =⇒ Jeff = 0 「joint spin」はフリー

高次摂動 (Honecker & Läuchli: PRB 63 (01) 174407)
Jeff

J2
= (J̄1 − J̄3)

2

{
1

2
+ 3(J̄1 + J̄3) + 3J̄1J̄3 −

(J̄1 + J̄3)[107(J̄2
1 + J̄2

3) − 406J̄1J̄3]

64
+ · · ·

}
JNNN
eff

J2
=

(J̄1 + J̄3)(J̄1 − J̄3)
4

4
+ · · ·

J̄1 ≡ J1/J2, J̄3 ≡ J3/J2



• tetramer-dimer (２重縮退)

+–~

J1 > J3 — 左辺第1項が主要

J1

J2

J3

逆に見るなら，

J1 = J3, 点線上にdimer形成も同資格

両者の共鳴 — tetramer



歪んだダイヤモンド型スピン鎖のパラメーター

0 1 2
0.0

0.5

1.0

ferri

J2

J 3

TKS line

~

~

trimerized chain line (SF)

dimer SF

TD DM

J̃2 ≡ J2/J1, J̃3 ≡ J3/J1

■ truncated (3-spin問題) (マクロ縮退)

● 普通(no trimerization)の
S=1/2スピン鎖 (SF)

TD — tetramer-dimer

DM — dimer-monomer

TKS — Takano, Kubo, Sakamoto

SF — spin fluid

(Tomonaga-Luttinger的スピン液体)

J3 = 0 — trimerized chain



歪んだダイアモンド型スピン鎖の基底状態相図 — 数値計算

0 1 2
0.0

0.5

1.0

ferri
dimer

SF

J 3

J2
~

~

■□ truncated (3-spin問題)

●○ 普通のS=1/2スピン鎖
ferriの境界 — 1次転移
SF-dimer境界 — BKT転移
(BKT = Berezinskii-Kosterlitz-Thouless)

●○このタイプの磁性体はいくつかあるが，

ほとんどはJ2が小さく基底状態がフェリ

基底状態がSFなのはアズライトのみ？



M = Ms/3プラトー

●○ J2 = J3 = 0付近(古典的プラトー)

強い3–スピンクラスター性

3–スピンクラスター =⇒ Sz
tot = ±3/2，± 1/2

すべての3–スピンクラスターがSz
tot = 1/2

=⇒ M = Ms/3プラトー

無磁場の場合のフェリ基底状態と同じ



●○ J2 → ∞の場合(量子的プラトー)

singlet dimer+free spin

free spinが磁場方向を向く

=⇒ M = Ms/3プラトー



2種類のM = Ms/3プラトー

●○数値計算と相図

0.0 1.0 2.0
0.0

0.5

1.0

J2

J3
~

~

Plateau A

Plateau B

3–spin
cluster( )

dimer +
free spin( )

twisted boundary condition

+数値的対角化

+レベルスペクトロスコピー

で境界を精度よく決定できる

(Kitazawa, JP-A 30 (97) L285)

境界線上でのみプラトーが消失

転移は2次転移，Gaussian typeで，

臨界指数は連続的に変化



M = Ms/3プラトーのスピン配置

●○ 3-spin cluster (プラトーA，古典的)

Sz
tot = 1/2の最低状態

.....ϕ2 ≡ (1/
√

6)(| ↑↑↓⟩ − 2| ↑↓↑⟩ + | ↑↑↓⟩)
⟨Sz⟩の並び方は

ϕ2︷ ︸︸ ︷(
1

3

)(
−1

6

)(
1

3

) ϕ2︷ ︸︸ ︷(
1

3

)(
−1

6

)(
1

3

) ϕ2︷ ︸︸ ︷(
1

3

)(
−1

6

)(
1

3

)

●○ dimer + free spin (プラトーB，量子的)

⟨Sz⟩の並び方は ︷ ︸︸ ︷
(0)

(
1

2

)
(0)

︷ ︸︸ ︷
(0)

(
1

2

)
(0)

︷ ︸︸ ︷
(0)

(
1

2

)
(0)
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–0.2

0.0

0.2

0.4

l

<
S l

z >

●○ DMRGでスピン配置を見る

プラトーＡ (古典的)

3スピンクラスター型

上の描像に対応する⟨Sz⟩(
1
3

)(
−1

6

)(
1
3

)(
1
3

)(
−1

6

)(
1
3

)
(J̃2, J̃3) = (0.80, 0.55)



0 50 100

–0.2

0.0

0.2

0.4

l

<
S l

z >

プラトーＢ (量子的)

ダイマー + フリースピン型

上の描像に対応する⟨Sz⟩
(0)

(
1
2

)
(0)(0)

(
1
2

)
(0)

(J̃2, J̃3) = (1.50, 0.55)

アズライトのMs/3プラトーはこのタイプ



DMRGでプラトー幅を見る

0.0 1.0 2.0
0.0

0.5

1.0

ferri
dimer

SF

J3

J2
~

~

P

0.0 1.0 2.0
0.0

0.5

1.0

J2

J3
~

~

Plateau A

Plateau B

3–spin
cluster( )

dimer +
free spin( )

Q

0.0 1.0 2.0
0.0

0.5

1.0

J2
~

W
(1

/3
)/H

s

J3 = 0.55
DMRG result

P

Q

無磁場相図 M = Ms/3相図 DMRGによる

M = Ms/3プラトー幅



M = (2/3)Msプラトー

●○自発的対称性破れ

3–スピンクラスター =⇒ Sz
tot = ±3/2,±1/2

3–スピンクラスターの単純並びでは(2/3)Msプラトーは出ない

6スピン周期が必要 =⇒ 自発的対称性破れ
Oshikawa-Yamanaka-Affleckの必要条件(PRL 78 (97) 1984)

●○ (2/3)Ms状態

3–スピンクラスターがSz
tot = 3/2とSz

tot = 1/2半数ずつならOK

●○ J̃2 = J̃3 = 0の場合

厳密に上の状況．ただし，プラトーにはならない

(2種の3–スピンクラスターの配置がバラバラ)



M = (2/3)Msプラトーの解析的アプローチ — 縮退摂動論

●○状態の制限と擬スピン

3–スピンクラスターの2状態

(Sz
tot = 3/2状態とSz

tot = 1/2の最低状態)

に空間を制限

擬スピン T⃗の | ⇑⟩と | ⇓⟩で表現
| ↑↑↑⟩ ⇒ | ⇑⟩
1√
6

(| ↑↑↓⟩ − 2| ↑↓↑⟩ + | ↓↑↑⟩) ⇒ | ⇓⟩



●○擬スピンによる実効ハミルトニアン

クラスター間相互作用を T⃗で表現

Heff = Jeff

∑
ℓ

{
1

2

(
T+

ℓ T−
ℓ+1 + T−

ℓ T+
ℓ+1

)
+ ∆effTz

ℓT
z
ℓ+1

}
Jeff =

|J2 − 4J3|
6

∆eff =
1

6

J̃2 + 8J̃3

|J̃2 − 4J̃3|
T = 1/2 XXZスピン鎖 擬スピン もとのモデル

∆eff > 1 Néel order プラトーあり
∆eff ≤ 1 spin fluid プラトーなし

●○プラトー存在条件

∆eff =
1

6

J̃2 + 8J̃3

|J̃2 − 4J̃3|
> 1 =⇒ 5

32
J̃2 < J̃3 <

7

16
J̃2



M = (2/3)Msプラトー相図

数値的対角化 ＋レベルスペクトロスコピー

0.0 1.0 2.0
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●○ (2/3)Msプラトーのスピン配置

J1で結ばれた3スピン

ϕ1 ≡ | ↑↑↑⟩
ϕ2 ≡ (1/

√
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DMRGで(2/3)Msプラトーのスピン配置を見る
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(J̃2, J̃3) = (0.80, 0.27) (J̃2, J̃3) = (0.80, 0.30)

cf. 実効ハミルトニアンの Ising limit (J̃2, J̃3) = (0.80, 0.25)



M = 0, Ms/3, (2/3)Ms相図
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磁化曲線とプラトー

●○ DMRGによる磁化曲線(N = 96 spins)
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アズライト：実験結果(Kikuchi et al.)

●○結晶構造

J2

J1 J3

(a) (b)

b

Cu
2+

O
2-

32
9.

0 
pm

327.5 pm

298.3 pm

H
+

FIG. 1. (a) The distorted diamond chain. Solid circles repre-

sent spin 1=2 coupled by exchange interactions J1, J2, and J3.

(b) Schematic view of the crystal structure of the azurite

Cu3�CO3�2�OH�2 along the b axis.

Kikuchi et al., PRL 94 (05) 227201



●○磁化曲線

Kikuchi et al.: PRL 94 (05) 227201, PTP Suppl 159 (05) 1
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●○ DMRG磁化曲線とのフィット

J1 : J2 : J3 = 1 : 1.25 : 0.45
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●○帯磁率χ(T)
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高温展開とのフィット

J1 = 19 K, J2 = 24 K, J3 = 8.6 K

(J1 : J2 : J3 = 1 : 1.26 : 0.45)

cf. 磁化曲線フィット

J1 : J2 : J3 = 1 : 1.25 : 0.45

ダブルピーク

— 2つの特徴的エネルギーの存在を示唆

J2 dimer

χ(T)の23Kピーク(高温側)，

C(T)の19Kピーク(高温側)

dimerを介したnearly free spin間結合Jeff

χ(T)の5Kピーク(低温側)，C(T)の4Kピーク(低温側)



Bonner-Fisher (PR 135 (64) A640) (対角化)

Shiroishi-Takahashi (PRL 89 (02) 117201) (Bethe仮設＋高温展開＋ [50,50]Padé近似)

TC,max/Jeff = 0.64085... =⇒ Jeff = 7.8 K

Tχ,max/Jeff = 0.48028... =⇒ Jeff = 8.3 K

高次摂動 (Honecker & Läuchli: PRB 63 (01) 174407)
Jeff

J2
= (J̄1 − J̄3)

2

{
1

2
+ 3(J̄1 + J̄3) + 3J̄1J̄3 −

(J̄1 + J̄3)[107(J̄2
1 + J̄2

3) − 406J̄1J̄3]

64
+ · · ·

}
JNNN
eff

J2
=

(J̄1 + J̄3)(J̄1 − J̄3)
4

4
+ · · ·

J̄1 ≡ J1/J2, J̄3 ≡ J3/J2

からはJeff = 14 K cf.実験からはJeff ∼ 8 K

摂動の収束に問題あり

高磁場ESRの実験(Ohta et al.: JPSJ 72 (03) 2464)，NMR

比熱からのエントロピー評価，(dimer)＋(nealy free spin)描像を支持

dimer + nearly free spin描像で良さそうだが，

完全に自由度が分離できるわけではない



パラメーター論争 — Gu，Suの主張，J3はフェロ？

●○ Gu，Su (PRL 97 (06) 089701 (comment)，PRB 75 (07) 174437)

finite-temperature transfer matrix

renormalization group (TMRG)

磁化率データは

J1 : J2 : J3z = 1 : 1.9 : −0.3,

J3x/J3z = J3y/J3z = 1.7

でよくフィットできる

(J3のみ異方的フェロ！)．

我々のparameterではダブルピーク
が出ない

PRL 97 (06) 089701



Gu，Su：PRB 75 (07) 174437

Ref[12] はKikuchi et al.

PTP. Suppl 159 (2005) 1



●○我々の反論(PRL 97 (06) 089702 (reply))

Gu，Su：J1 : J2 : J3z = 1 : 1.9 : −0.3, J3x/J3z = J3y/J3z = 1.7

J1とJ3のボンドは長さが近く，角度もほぼ同じ

J1 — 327.5 pm, 113.7◦

J3 — 329.0 pm, 113.5◦

FとAFの違いが出るとは思えない．

銅のS = 1/2で極端なXXZ異方性は通常見られない

Gu達のparameterでは磁化曲線がよくフィットできない

我々のparameterでダブルピークが出ないことの指摘は有意義

・・・ 本音を言うと ・・・

Gu達のはまともなパラメーターと思えない

偶々，χ(T )が実験とよく合っただけではないのか？



●○ Yan-Chao Li (JAP 102 (2007) 113907)

TMRGでAF-AF-AFやAF-AF-Fの場合をいろいろ調べた

χ(T)のダブルピークはしばしば出る

AF-AF-AF AF-AF-AF-DM AF-AF-F (best fit)



●○Mikeska, Luckmann：PRB 77 (2008) 054405

解析的な励起の理論，

対角化(full-18 site，Lanczos-24 site)

specrum，dynamics

非弾性中性子散乱の結果(Rule et al., PRL 100 (2008) 117202)

と比べると，フェロ結合はない

ただし，Rule達は少なくとも1つはフェロだとしている



●○ Kang et al.(JP-CM 21 (2009) 392201)

第一原理計算(GGA+U)でJを見積

フェロモデルを否定

J2が最大だが，interchainもJ3の半分以上

きちんとχ(T)を計算していない



Jeschke達のパラメーター

●○ Jeschke他16人(!)，PRL 106 (2011) 217201

第一原理計算(GGA+U)で種々のJを計算

⇒ J1, J2, J3, Jmに限定

磁化曲線と非弾性中性子散乱に合うように少し修正
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●○ Honecker, Hu, Peters, Richter (JP-CM 23 (2011) 164211)

Jeschke達のJmモデルに基づいた理論構築

excitation spectrumなど

非弾性中性子散乱結果(Rule et al，PRL 100 (2008) 117202)

をよく説明

●○ Jeschke et al.，Honecke et al. は妥当に思われる(岡本私見)

パラメーター数が増えてはいるが・・・

●○ Jmが相図(M = 0, Ms/2, (2/3)Ms)にどう効くか？

まだ調べられていない

(これは我々の仕事のようだ — やってみるか)



非弾性中性子散乱

●○非弾性中性子散乱

Rule et al，PRL 100 (2008) 117202

Gibson et al，PRB 81 (2010) 140406

(muon spin rotationも)

Rule et al, PRB 83 (2011) 104401

Rule et al. PRB 84 (2011) 184419

0.05K～20K (cf. TN = 1.7K)，

磁場 up to 11T

interchainは intrachainの10%位？

anisotropic staggered field

(⇐ interchain？)も重要



スピン配置 — 1/3プラトーから飽和まで
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●○ Kikuchi et al. (PTP Suppl 159 (2005) 1)

protonのNMR

1/3プラトーはBタイプ

(dimer+monomer，量子的)

●○ Aimo et al. (PRL 102 (2009) 127205)
63,65Cu の NMR

1/3プラトーはBタイプ

(dimer+monomer，量子的)

dimer siteのスピンは∼ 0.1µB



●○ Aimo et al. (PRB 84 (2011) 012401)

proton-NMRで1/3プラトーから飽和まで(31～34T)

スピン配置はcanted Néelで特に異常はない

2/3プラトーはない



Papers related to the high field ESR of azurite
1) T. Kamikawa et al., Physica B 329-333 (2003) 988-989

ga=2.098, gb=2.128, gc=2.110 (90K)    
Very broad linewidth up to 3T: High field ESR is essential (×X-band ESR)

2) H. Ohta et al., J. Phys. Soc. Jpn. 72 (2003) 2464-2467 (citations:41)
Dynamical g-shift below 23 K            spin fluid (SF) phase is suggested
Observation of dimer excitation (H//b, 1.8K) with a gap of 1057GHz(50K)
Change of dimer excitation in the 1/3 magnetization plateau region
Dimer excitation is from the ground state (Temperature dependence of ESR intensity)

Forbidden transition existence of Dzyaloshinsky-Moriya interaction

Dynamical g-shift Frequency-field relation at 1.8K

dimer
excitation

Dimer excitation from 
the ground state



Comments on dimer excitations:     No up going branch

K. Rule et al., PRL (2008): NeutronH. Ohta et al., JPSJ (2003): ESR
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3) H. Ohta et al., Physica B 346-347 (2004) 38-44
Observation of dimer excitation (H//a, 1.8K)

4) S. Okubo et al., J. Magn. Magn. Mater. 272-276
(2004) 912-913

Observation of AFMR at 0.5 K (TN=1.86K)
AF gaps  126 GHz (5.9K) for H//a

35 GHz (1.6K) for H//b

5) S. Okubo et al., PTP Suppl. 159 (2005) 11-16
Estimation of Dzyaloshinsky-Moriya interaction from dimer excitation ESR intensity
Sakai’s theory (Faraday):  Ia:Ib:Ic=(Da)2:(Db)2:(Dc)2

Experiment  (Faraday): Ia:Ib:Ic=6:10:10 Da:Db:Dc=1:1.29:1.29

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Future issues
a) Accuracy and normalization of ESR intensity
b) Two different chain sites

Ia

Ib, Ic




